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Axialsymmetrische Losungen der magnetohydrostatischen Gleichung
mit Oberflichenstromen

Von L. Biermany, K. Hain, K. Jorcens und R. List *

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen
(Z. Naturforschg. 12 a, 826—832 [1957] ; eingegangen am 11. Juni 1957)

Es werden axialsymmetrische Losungen der magnetohydrostatischen Gleichung betrachtet, bei
denen das Gas einen Torus erfiillt, dessen Querschnitt im allgemeinen kreisformig angenommen
wird. Zur Vereinfachung wird angenommen, dall die elektrischen Strome nur an der Oberfliche
flieBen. Fiir den Fall, dal diese Strome gegeben sind, wird ein Verfahren angegeben, mit dem das
dullere Magnetfeld berechnet werden kann, welches zusammen mit dem durch den gegebenen Strom
erzeugten Feld die Grenzbedingungen erfiillt. Dies Verfahren wird fiir den Fall rein azimutaler
Strome mit einer Nidherungsmethode und dann exakt durchgefiihrt. In erster Ndherung geniigt die
Uberlagerung eines homogenen Feldes parallel zur Symmetrieachse des Torus. Fiir den Fall gegebe-
ner meridionaler Stréme zeigt sich, dal die Randbedingungen nur durch Uberlagerung eines zusitz-
lichen azimutalen Stromes erfiillbar sind, zusammen mit einem geeigneten meridionalen duBeren
Magnetfeld. Im axialsymmetrischen Fall ist also stets mindestens eine azimutale Stromkomponente
erforderlich.

It is proposed to consider solutions of the magnetohydrostatic equation of axial symmetry in
which the plasma is contained in a torus with circular cross-section. For mathematical simplification
it is furthermore assumed, that the electric currents flow exclusively at the surface of the plasma.
For the case, that these currents are assumed to be given, a method is outlined by which it is possible
to calculate the exterior magnetic field which together with the magnetic field produced by the given
currents, satisfies the boundary conditions at the surface. This procedure is carried through for the
case of purely azimuthal electric currents, first by an approximate method, then by an exact method.
To a first approximation it is sufficient to superpose an homogeneous field parallel to the axis of
symmetry, For the case that the given currents are in a meridional planes, it is seen, that the
boundary conditions can be satisfied only by the superposition of an additional current together with
a suitable meridional exterior magnetic field. Therefore in the case of axial symmetry at least one
azimuthal component of the electric current is necessary.

1. Allgemeine Diskussion der Losungen axialer Symmetrie, die durch entsprechende Magnet-
felder mit flachenhaften elektrischen Stromen statio-
nir gehalten werden iiber Zeiten, die kurz sind ge-
gen 0Q/c* (o elektrische Leitfihigkeit, el.-st. E.;
Q Querschnitt). Ebenen durch die Symmetrieachse
(die z-Achse) seien als Meridianebenen bezeichnet,
Feldlinien bzw. Stromlinien entlang geschlossener
Linien, insbesondere entlang Kreisen um die z-Achse

herum als toroidal oder azimutal. In sich zuriick-

a) Es sollen untersucht werden die Eigenschaften
bestimmter Losungen der magnetostatischen Glei-
chung

- [BrotB]+Vp=0, 1)

(B magnetische Feldstarke, p Gasdruck), die da-
durch charakterisiert sind, dall die magnetischen

Kraftlinien auf Oberflichen mit den Zusammen-
hangsverhiltnissen eines Ringes verlaufen** und dal}
die zugehorigen elektrischen Strome (j Stromdichte,
el.-st. E.)
i= 4( rot B (2)
teils sich im Plasma schlieflen, teils in dulleren Spu-
len durch angelegte Spannungen aufrechterhalten
werden. (Es sollen also keine Strome zwischen
Plasma und dufleren Spulen fliellen.)
Im folgenden sollen torusartige Plasma-Konfigu-
rationen betrachtet werden, insbesondere solche von

* Die grundsitzlichen Gedanken dieser Arbeit stammen von

L.B.

laufende Magnetfelder, die durch duflere elektrische
Strome erzeugt werden, haben dann bei axialer
Symmetrie wesentlich azimutalen (evtl. noch schrau-
benformigen) Charakter.

Explizite Losungen fiir die raumliche Verteilung
der elektrischen Strome im Plasma bei den oben ge-
nannten Zusammenhangsverhiltnissen scheinen in
der Literatur nicht vorhanden zu sein, auch nicht in
Form hydrodynamischer Analoga.

b) Die elektrischen Strome im Plasma konnen
auf zwei verschiedene Arten entstehen. Einmal las-
sen sie sich durch Induktion von auflen erzeugen:

** Die Frage, ob die Feldlinien sich schlieflen oder ergodisch
sind, ist hierbei offen gelassen.
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so bedeutet eine Kompression des Plasmas durch
Erhohung der Feldstarke des aufleren (azimutalen)
Magnetfeldes die Induktion abschirmender meridio-
naler elektrischer Strome an der Plasmaoberflache,
wihrend ein induziertes ringformiges elektrisches
Feld azimutale elektrische Strome im Plasma erregt.
Zum andern erzeugt die langsame Diffusion des ein-
mal hergestellten Plasmas durch das Magnetfeld hin-
durch, die in Zeiten der Ordnung o Q/c? stattfindet,
eine elektrische Spannung, die den elektrischen Strom
aufrechterhilt, welcher in dem Magnetfeld gemal
Gl. (1) dem Druck des Plasmas das Gleichgewicht
halt; im Fall axialer Symmetrie laufen diese elek-
trischen Strome z. B. bei azimutalem Magnetfeld in
Meridianebenen um die Seele des Plasma-Torus
herum.

Da Gl. (1) notwendig erfiillt sein muf}, unabhéan-
gig von den weiteren Bedingungen, die aus den
Forderungen der Stabilitit und geringen Teilchen-
verlusten flieflen, liegt es nahe zu fragen, welche
Folgerungen sie zuldflt in bezug auf die Geometrie
der elektrischen Strome im Plasma und auf diejenige
der dulleren Magnetfelder.

c) Die vorliegende Behandlung nimmt zur mathe-
matischen Vereinfachung an, dall die elektrischen
Strome im Plasma ausschliefilich nahe der Ober-
fliche flieBen, derart, da} der elektrische Strom als
(divergenzfreier) Flachenstrom j|* angesehen werden
darf. Der Druckgradient entartet dann zu einem
Drucksprung 4p; die Richtung dieser Flichenkraft
ist entsprechend die der dulleren Normalen 1, und
aus GIn. (1) und (2) entsteht dann

%[i*xﬁB]ﬂ—uAp:O. (3)

Daraus bekommt man (8,* und B;* sind die
Werte von B an der AuBen- bzw. Innenseite; alle
Werte an der Grenzflache sind im folgenden durch *
bezeichnet) :

1

Ap = 87 (%:LZ_%ig)-

Die Grenzfliche des Plasmas hat die Zusammen-
hangsverhiltnisse der Oberfliche eines Ringes, im
axialsymmetrischen Fall eines solchen von iiberall
gleichem, z. B. kreisformigem Querschnitt in Meri-
dianebenen. Da B an der Grenzflache keine Kom-
ponente || 1 haben darf, ist B auf der Innenseite
(,B;*“) und auf der AuBenseite der Grenzfliche
(,B,*“) parallel zu ihr. Wenn keine weiteren elek-
trischen Strome im Innern des Plasmas flielen, so
bedeutet dies rotB;=0. Wenn wir \/p=0 im In-
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konnten solche elektrischen
Strome in dem hier betrachteten Modell auch nur zu
kraftfreien Magnetfeldern gehoren; Losungen der
Gleichung [B xrotB] =0, die auf die hier vorlie-
genden Verhiltnisse passen wiirden, scheinen aber
nicht zu existieren. Die magnetischen Kraftlinien
im Plasma koénnen sich also nur um die z-Achse
herum schlieen und miissen einer wirbelfreien in-
kompressiblen Strémung durch den Plasmatorus
hindurch entsprechen. Im speziellen Fall der axialen
Symmetrie ist B; wegen rot B; = 0 unabhingig von z,
aber umgekehrt proportional dem Abstand r von der
z-Achse; der magnetische Gesamtflul durch den
Plasmatorus oder f% dg langs einer einzigen Kraft-
linie legt dann B; eindeutig fest.
Ferner gilt

nern voraussetzen,

™ c

"= @B -BM)]. (4)

Wir wollen nun fir die folgende Diskussion an-
nehmen, dal |* gegeben ist, ferner sei B;*, das
ja von den durch &duflere Strome erzeugten Ma-
gnetfeldern und den abschirmenden elektrischen
Stromen an der Plasmaoberfliche abhingt, zu-
nachst =0. Dann legt gemdll Gl. (4) |* zugleich
%a*(~l/‘dp]) fest, z. B. rein azimutales |* ein
rein meridionales B,* und umgekehrt [ein iiber-
lagertes wirbelfreies Magnetfeld geht in Gl. (3) nur
ein mit seiner Komponente senkrecht zu |*). Dies
ist noch unabhéngig von der Gestalt des Meridian-
schnitts des Torus.

d) Zu den Aufgaben der Potentialtheorie bestehen
nun die folgenden Beziehungen. Auflerhalb der
Grenzflache des Plasmas, in einem diese umbhiillen-
den weiteren torusartigen Bereich, besitzt B wegen
rot B =0 ein Potential. Es gilt daher die Potential-
gleichung nur mit den den &uBleren Stromen ent-
sprechenden Singularitdten (bzw. Wirbeln). Dieser
torusdhnliche Zwischenbereich ist mehrfach zusam-
menhingend, kann aber durch entsprechende Schnitt-
flichen (etwa in der Ebene z=0 und in einer Meri-
dianebene) einfach zusammenhéngend gemacht wer-
den. Wahrend nun bei den tblichen potentialtheo-
retischen Aufgaben auf der ganzen Grenzflache des
einfach zusammenhdngend gemachten Gebiets der
Potentialverlauf oder die Normalkomponente der
Ableitung (oder eine lineare Kombination beider)
vorgegeben ist und den gesamten rdumlichen Ver-
lauf der Funktion festlegt, sind hier auf der Plasma-
grenzfliche sowohl die Normalkomponente (=0)
wie auch die Tangentialkomponente der Ableitung
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durch Gl. (3) sozusagen gegeben, wihrend der Ver-
lauf an der iibrigen Grenzfliche nicht festgelegt ist,
und vielmehr die dufleren Bedingungen entsprechend
einzurichten sind.

Genauer legt ein rein azimutales |* [das dann
wegen Gl. (3) mit (4) auch tberall den gleichen
Betrag haben mul}] zugleich fest, dal} die Tangen-
tialkomponente der Ableitung (=2,*) in Meridian-
ebenen liegen und iberall denselben Betrag haben
muf}. Da die Normalkomponente an der Grenzflache
verschwindet, 1at sich, im Prinzip wenigstens, die
Lésung nach auflen hin integrieren.

Praktisch wird man zunidchst das von |* selbst
erzeugte Magnetfeld B; ermitteln und dann das
duBere Feld By so zu bestimmen suchen, dafl an
der Plasmagrenze B+ B =B,* wird. Bei azimu-
talem j* sind By und By rein meridional, und ent-
lang jeder geschlossenen magnetischen Feldlinie 1aft
sich der gesamte weiter aullen liegende Teil des Ma-
gnetfeldes durch elektrische Strome entsprechend Gl.
(4) ersetzen (wegen div® =0 ist dies nur entlang
magnetischer Feldlinien moglich) . Diese Losung wird
nachstehend exakt behandelt. Ihr 1d8t sich noch ein
wirbelfreies rein azimutales Magnetfeld beliebiger
Starke iuberlagern.

Der andere Grenzfall — j* versuchsweise rein me-
ridional = j, angenommen — ergibt wegen divj*=0
zunichst |j; |~ 1/r und B,*, das nun rein azi-
mutal ist, wegen Gl. (4) ebenfalls dem Betrage nach
~1/r. Hierbei ist angenommen, daf} durch duflere
Spulen zunichst ein azimutales Magnetfeld By er-
zeugt wird, das dann durch j* im Innern des Torus
gerade kompensiert wird. Damit ware aber Ap auf
der Innenseite, von der z-Achse aus gesehen, grofler
als auf der AuBlenseite, anstatt rundherum tiberall
gleich zu sein. Nun laft sich wieder ein Magnetfeld
der komplementidren Symmetrie, also ein rein meri-
dionales Magnetfeld und rein azimutales j;z iber-
lagern, welches einen zusatzlichen Druck [~ (j;z)2]
auf das Plasma ausiiben kann. Dieses ];Z wird also
hauptsichlich auf der Auflenseite des Torus (von
der z-Achse aus gesehen) flieen. Das von ihm er-
zeugte Magnetfeld By; besitzt natiirlich keineswegs
die verlangten Eigenschaften an der Plasmaober-
fliche, vielmehr muf} jetzt ein dufleres meridionales
Magnetfeld By iiberlagert werden, derart, daf} die
Normalkomponente von By + By an der Oberfliche
verschwindet und daf} die Tangentialkomponente
von B+ By die Randbedingungen Gln. (3) und
(4) befriedigt. Als gemeinsamer Zug ergibt sich im
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axialsymmetrischen Fall, dal j* mindestens eine
azimutale Komponente und das Magnetfeld B nahe
der Grenzfliche notwendig schraubenformigen Cha-
rakter besitzen miissen.

By bzw. By liegen in Meridianebenen, mit einer
wesentlichen Komponente etwa parallel oder anti-
parallel zur z-Achse. Dem &ulleren Magnetfeld miis-
sen also u. U. spezielle Bedingungen auferlegt wer-
den, insbesondere dann, wenn Plasmakonfiguratio-
nen bestimmter geometrischer Eigenschaften statio-
nédr gemacht werden sollen.

Auch wenn keine axiale Symmetrie vorliegt, gilt
fiir geschlossene magnetische Kraftlinien lings der

Grenzflache
f B* d3 = const

neben der Bedingung (3). Ob auch in diesem Fall
eine azimutale Stromkomponente eine notwendige
Bedingung darstellt, damit die magnetostatische
Gleichgewichtsbedingung erfiillt ist, ist noch nicht
geklart.

2. Naherungsrechnung fiir das Magnetfeld

a) Im folgenden soll nun die Frage, welche Ma-
gnetfelder notwendig sind, um fiir einen Torus mit
axialer Symmetrie und kreisformigen Querschnitt
die Stationaritdtsbedingung (1) zu erfiillen, niher
untersucht werden. Dabei sei angenommen, daf} an
der Oberflache des Torus nur Oberflachenstrome in
azimutaler Richtung flieen, und daB} der Druck im
Torus tiberall der gleiche sei, wahrend er auflen ver-
schwinden soll.

Zunichst sei ein Torus zugrunde gelegt, dessen
meridionaler Querschnittsdurchmesser 2 m klein ge-
geniiber dem Abstand a von der Symmetrieachse
zum Mittelpunkt des meridionalen Querschnitts sei.
In diesem Fall sollen die Magnetfelder durch eine
Néherungsrechnung bis zur zweiten Ordnung (m/a)
bestimmt werden. Im folgenden Abschnitt wird dann
noch die exakte Berechnung angegeben werden, ohne
dal} m klein gegen a sein muB.

Da nur an der Oberfliche des Torus Strome flie-
Ben sollen, gilt also neben

div3=0 (5)

auch rotB=0 (6)

auBerhalb des Torus bis auf Singularitaten, wo sich
duflere Spulen befinden. Das Magnetfeld ist daher
darstellbar durch ein skalares Potential mit

B —grad D, (7)
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das wegen Gl. (5) der Potentialgleichung
AD=0 (8)

geniigen muf}, wobei A der Laprace-Operator sei.

Dieses Potential sei nun in zwei Anteile @; und
Dy zerlegt, wobei @D; durch die azimutalen Ober-
flichenstrome an der Oberfliche des Torus bestimmt
sei, und P so gewdhlt werden soll, daB die not-
wendigen Randbedingungen auf der Oberfliache des
Torus erfiillt sind (s. Abschn. 1).

Wie in Abschnitt 1 gezeigt wird, muf} unter den
oben genannten Voraussetzungen die Normalkom-
ponente des Magnetfeldes auf der Torusoberflache
verschwinden, wihrend die Tangentialkomponente
dort konstant sein mufl. Die Randbedingungen fiir
das magnetische Potential @ sind also

d®/3n=0 d®/dt = const, (9)
wenn mit 3/On bzw. 3/t die Ableitungen senkrecht

zur Oberfliche bzw. tangential zu ihr gemeint sind.
Die tangentiale Ableitung liegt im vorliegenden Fall
in der Meridianebene.

b) Wir gehen aus von dem magnetischen Potential
eines kreisformigen Stromfadens. Das Potential an
einem Punkte P ist proportional dem Raumwinkel,
unter dem der Stromkreis von dem Punkte P aus
erscheint, und wurde von MincHIN! berechnet. Die
exakte Darstellung des magnetischen Potentials ist
durch elliptische Integrale gegeben. Wir beschrinken
uns hier auf die ndhere Umgebung des Stromfadens,
d. h. dafl die Abstdnde zum Stromfaden klein gegen
die des Radius des Stromfadens sind. Dann ist das
Potential eines solchen Stromfadens 0®@p mit der
Stromstarke 1 bis zur zweiten Ordnung korrekt ge-

geben durch

und

sin 9

B - R
6<15F=2:z—229—L75m19+ S

-{(3-=2L)Rcos?¥+8(L—1) mcosa). (10)
Hierin ist R der Abstand zwischen dem Aufpunkt P

und dem Stromfaden am Punkte P’ auf der Torus-
oberfliche, der Winkel ¢ ist <C PP’D, der Winkel a
ist X<PAO (Abb. 1), a der Radius der Torusseele
und L=In8a/R. Wenn 2 m der Querschnittsdurch-
messer des Torus, Am der Abstand von P von der
Torusoberfliche und o’ der Winkel, unter dem PP’
von der Torusseele aus erscheint, so ist R und ¢
gegeben durch

1 G. M. Mixcuiy, Phil. Mag. 36, 201 [1893].

829
R—(2m+ 4m) sin - o’ (11 a)
1 ’ 14 1 Am 1 ’
und Y=a+ e —ghgcolg5a. (11b)

(4Am” von Abb. 1 ist hier Null.)

Z.
: [ £
0, = X
]
Abb. 1.

Das Gesamtpotential eines mit konstanten azimuta-
len Oberflichenstromen belegten Torus ist dann ge-

geben durch

(12)

2x
G= N0 [ odpdd,
27 ¢ 4

wobei /; eine Konstante ist und den Strom pro
Winkeleinheit angibt. Die Normalkomponente des
durch die azimutalen Strome erzeugten Magnetfeldes
ist gegeben durch
3
B,.= _2né(jm) D (13 a)
und die Komponente parallel zur Torusoberfliche
durch

- 27 3

m Qda

P, (13 b)

In nullter Naherung (d.h. unter Vernachldssigung
der Kriimmung) bekommt man durch Integration
unter Benutzung von Gl. (10) und Gl (11b):

B 371 und  B,—0, (14b)

5

d. h. unter Vernachldssigung der Kriimmung sind,
wie nicht anders zu erwarten, die Randbedingungen
Gl (9) erfillt.

In erster Naherung ergibt sich fiir @1 mit Hilfe
von Gl. (11a) und GI. (11b)

&, = P + o (15 a)

mit —2~7J(D§O)=2n(2n—2a) und
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2x

Iy 0

_ 2m+Am
a

_ 2m+Am ~
a

Die Ausfiihrung der Integrationen liefert schlieflich

. Am 1 .
sin o — sin a .
a 2

¢ (Q):m+;1/n1 m+34dm 1
IOQI a n 8a B

(16)

Damit bekommt man fir das Magnetfeld auf der
Torusoberflache

B, = i Iol I1~ 1 ’fl,(; 7L")cosozbl

c m | 2 a |

il (; —L*)sina, (17b)

c "02a

(17 a)

und

Bn: -

wobei L* =1n 8 a/m ist.

Man sieht also, dall die Beriicksichtigung der
Kriimmung in erster Ordnung einen Zusatzterm so-
wohl zur Normal- als auch zur Parallelkomponente
des Magnetfeldes liefert, der von sina bzw. cosa

Ic d)(lé) _ (m+A4m)?2 ‘|mm+§74m

2 2 / F s ’
"JCQ?):‘"H"]'"]nBa /sm%a'cos(a+%a+i
a = a
e 5
ln(2m+Jm)jsm§a cos(a+3za +
0

2

8 s 1
[ In(sina’) sin} o’ cos <a~|- _)
0
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Am cotg 3 a') do’
m
1 4dm

cotg 3 o) do’
2 m £33 )dfl

o+ 1 e cotg%a') da’. (15b)
2 m

abhingt. Die Randbedingungen Gl. (9) sind zu-
nichst nicht erfillt, da weder B, =0 noch B, = const
auf der Torusoberfliche ist. Aber man erkennt di-
rekt, da durch Uberlagerung eines homogenen Fel-
des parallel zur Symmetrieachse von der Stirke

4x 1 1 -

c Togg ( g & )
die Randbedingungen erfiillt werden konnen. Das
Zusatzpotential @Dyy ist also in erster Ndherung

OF =0 (18 a)

o = — ofP (18 b)
und ist das Potential eines zur Symmetrieachse par-
allelen homogenen Magnetfeldes. In zweiter Nihe-

rung bekommt man durch entsprechende Integratio-
nen

und

1 (m+Adm)Am

1) . s (m+4m)? .
: = l - +2-}51n2a+ g e sin2a— s sin2a, (19)
wodurch sich fiir das Magnetfeld als Zusatzglieder fiir die zweite Naherung ergibt
oy 4m . m (3 M 2y 4 3 o
B - é,loaz(é,_L)cosza (20 a) und B® — C”IOZ;(Q———L)sm2a. (20 b)

Die Glieder zweiter Ndherung hingen also von
sin 2 @ bzw. cos 2 a ab und sind durch entsprechende
Quadrupolfelder um die Seele des Torus zu kompen-
sieren, so dal} die Randbedingungen auch in zweiter
Naherung erfiillt werden konnen.

3. Exakte Berechnung des Magnetfeldes

a) In diesem Abschnitt soll nun die exakte Be-
rechnung des Magnetfeldes eines mit konstanten,
azimutalen Oberflachenstromen belegten Torus mit
kreisformigem Querschnitt angegeben werden. Es
wird also nicht vorausgesetzt, dal der Querschnitts-
durchmesser klein gegeniiber dem Abstand von der
Symmetrieachse sei. Das durch die Oberflichen-
strome erzeugte Potential @; setzt sich aus einem
Anteil @, fiir den AuBlenraum des Torus und einem

Anteil @y; fiir den Innenraum zusammen. Wegen
der an der Oberfliche fliefenden Strome geht aber
@y; nicht stetig in @y, iiber, sondern, da B diver-
genzfrei ist, gilt dies nur fir die Ableitungen in
Richtung der Normalen, wihrend die Ableitungen
in der Oberfliche senkrecht zum Strom verschieden
sind. Es gilt also auf der Oberflache

S (P, — D) =0 (21a)
on

und

W @

(1~ Br) =27 j*. (21b)

t

Es sei nun angenommen, dal} sich das Potential des
Innenraumes @j; als reguldre Losung der Potential-
gleichung iiber die Oberfliche hinaus in ein Teil-
gebiet G des Auflenraumes fortsetzen lait. Die Lo-
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sung P, des durch Gl. (9) definierten Randwert-
problemes ist dann gegeben durch

(22)

{0 im Inneren des Torus
¢Iu s (I)Ii in G ’

denn nach Gl. (21a) und Gl. (21b) sind dann ge-
rade die Gln. (9) auf der Oberfliche erfiillt, d. h.
also, daBl das Zusatzpotential @, das von den
duBleren Stromen herrithren muf}, durch — @y; ge-
geben ist.

b) Hier soll das Potential @; mit einer anderen
Methode als in Abschnitt 2 berechnet werden, indem
man sich die vom Strom eingeschlossene Flache mit
magnetischen Dipolen belegt denkt. Das Potential
bekommt man dann durch entsprechende Integration
iiber diese Flache (s. hierzu Bucuuorz?). Hierfiir
ist es zweckmaBig, sogenannte Toruskoordinaten &,
7, @ einzufithren. Sie sind mit den Zylinderkoordi-
naten o, z, ¢ auf folgende Weise verkniipft (¢ hat
in beiden Koordinatensystemen dieselbe Bedeutung) :

(23)

asin &

@Of 7/¥cos I

a\,mn
e= Cof —cos &’

Die Kurven & = const und 7 = const sind Kreise mit

ihren Mittelpunkten auf der z-Achse bzw. der Aqua-
torebene. u=2ae 7 ist fir kleine Werte von u der
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Querschnittsradius eines Torus, der durch die Ko-
ordinate 7 beschrieben wird und dessen Seele einen
Abstand @ von der Symmetrieachse hat. In diesem
Fall ist u=m (Abschn. 2) und & ist dann propor-
tional zu dem dort eingefithrten Winkel a.

Das Potential einer Dipolbelegung der Flache
& = const 1" < 1, mit Dipolstirke 1 ist gegeben durch

7 2a

L {
4ﬂ/d17
0

0

) \,'Iﬂ?? 3 a
Cof %' —cos & 3& R(P,P)

’

(I)D = d(/ .

Hierin ist R(P,P’) der Abstand zwischen P und P’.
@y, ist das Potential eines azimutalen Stromfadens
der Stirke 1 auf der Torusoberfliche =1, an der
Stelle &’. Das Gesamtpotential @; des azimutalen
Oberflachenstromes der Dichte Iy=m*, bezogen
auf die Winkeleinheit, ergibt sich daraus durch In-
tegration iiber & mit dem Gewicht

4 71y, &in no/c(Coj 5y — cos &').

Dazu kommt bei dem Potential @, des Aullenrau-
mes noch ein Term, der daher riihrt, dafl der Auf-
punkt P die mit Dipolen belegten Flachen &= const
durchquert, wobei das Potential jeweils einen Sprung
um die Dipolstarke erleidet. Man erhalt somit

G ! 4 Ginyy e t Sin »’ 3 /‘ Ginyy ’
ity (DI;I— GDMG_C“E - /d1/ /@0 "—cos & O R(P P’) aF = Coj 7y—cos & i’y (242)
4 L 1 Jriiv'ﬂ@ Sin y’ 3 a , :
daly ' 4a ) Cojne—cosE /d’/ Gof 7/ —con & 38 R(P, )7 ey
Zur Auswertung der Integrale benutzt man die Entwicklungen 3
+ oo
Sin #, P18 ,— |4l ne 25
Coj 7o—cos & ;Oe e |, (25)
1 V2 &
e W e il& T Sol s 2
(@Di ,'7_005 E)l/s 7 —;e Ql -((-’Di )/) ( )
und
e (Cof —cos &) (€of 5" —cos &) %
R(P,P) | 2[Co] 7 Cof 7' —Sin» Siny’ cos(p —¢’) —cos(6—&") ] |
1 e £ _ N\ Y% Py in(E—¢&) pim@ate—g m P
= {(Cof 5 —cos &) (Coj 7’ — cos &) ;w _Zwe e ) Q. (Cojn) Py (Cojy) ;
o<y'<n  (27)

3 A. ErpEryr, W. Macnus, F. OerrerTingeErR u. F. G. Tricowmr,
Higher Transcendental Functions, McGraw-Hill Book
Company, Inc. 1953, Bd. 1, 3.

2 H. Bucunorz, Elektrische und magnetische Potentialfelder,
Springer-Verlag, Berlin 1951.
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sowie die folgenden Integrale

o<y <y,

Piv.(Coj %) Qi—1:(Cofy) } fiir
(28)

Qi-:(Co) %) Pi—1.(Cojn)

fiir

Mo
i_/, A (17, 39) =/dr]' Siny Qu-:(Coj 7)) { )
' 0 O<y<y .

Diese ergeben sich zu
Q- (Cojny), Q’1 i (Cof ’70)}
Qu—t: (0] 7g), QL (Coj )

Aiu (9, 1) = Pi—y:(Coj n) }

—A

[Q}.—J/z(goi 7]) - 0;:—‘,’:(60i 77) + @in Mo

fir n<,, (29a)

Az (0, 99) =

| Py, (Going), Pieys (G0 7,) |
ul_'; { 1+gi""°i 1 (Coi9g), Pi—v: (C0j )
: ” | Qu—'/t (@oi 7/0)’Q}t—'/2 (@Di 7]0) |

fiir >, . Fir u =1/ sind die Grenzwerte dieser Ausdriicke einzusetzen.

} Qi-v:(Cojzy)  (29b)

Das Potential der Strombelegung ergibt sich damit zu

&

€ = Gin o E’ ]{2 T oae B . iLE o —Imine 4, ,
ey Dy, @Df iy dé = V/Coj 7 —cos & ée _Zooe 0 A, i—m (9, o) (30a)
V2 —- 213 i1k ¢ o - 16 ]m[q.,\Qz 1z s Q; s
—2YCojn—cos & Y 1 [ Qi-v:(Cojn) ]+ Sinyyeits Y = — \P; i1:(Cof )
in ~ |34 m ‘
. e !Ql m— ‘/zaQ/. m—1/z ‘71 o

fiir 5 <7, und

oo

4.710

— 00

o o)
Z e—Imln,
. m

_ V2 V&aia e N it
kel VE€oj % — cos ¢ _Zx e 2
fiir >1,. Aus diesen Darstellungen 1dBt sich di-

rekt ablesen, daf} @1, und @j; der Potentialgleichung
geniigen und daf} die Sprungbedingungen (21a)

und (21b) erfillt sind. Die Komponenten des Ma-

gnetfeldes in Toruskoordinaten sind
B._ _ Coin—cos& 39

a t13 ’ B
B,— — Soln—cosf 3% B, =0
= ~ 877 ,

Die Reihe fiir @p; [(30b) zweite Zeile] konver-

giert im ganzen Raum aufler auf der Symmetrieachse

¢ V2 ——— 3 ils ol
- Qb“.—_- I:.‘tr V@Din—COS, Zoc eits Z e lml'ioAlll_m(n’no)

(30b)

| Py o Pl
1+ Siny, \

} QZ—‘/:(@Oi )])
’Q}. m*‘/z’Q;. m—1z jr] 7o

7=0. Aus dem asymptotischen Verhalten der Ku-
gelfunktionen fiir groe Werte des Index folgt ndm-
lich, daf} die Terme der Reihe sich asymptotisch wie
e~ |47 verhalten. Die Reihe stellt also eine regulire
Potentialfunktion dar, die nur auf der Symmetrie-
achse und im Unendlichen Singularititen hat. Nach
den Ausfilhrungen am Anfang dieses Abschnittes
ist daher @y = — Dy; das Zusatzpotential, das durch
duflere Strome erzeugt werden mul.

Wir m6chten Herrn Dr. R. Kippenuann fir zahlreiche
Diskussionen danken.



